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Grupi |

Legi de compozitie

Cum se introduc elementele cu
care se opereaza sl cum se citeste
\ rezultatul operatiei in calculatorul
din imagine?

Pasul decisiv care a marcat trecerea de la aritmeticd la algebra a fost inlocuirea operatiilor cu numere, prin
operatii cu liter¢ (simboluri) reprezentdnd numere. Ulterior, o treaptd superioard de abstractizare s=a realizat
prin folosirea unor simboluri care reprezentau si alte obiecte matematice: multimi, functii, matrice, polinoame...

Definitia unei legi de compozitie

O operatie algebricd (binard) pe o multime nevidd M combina
componentele oricarui cuplu (x, y) de elemente din M si are ca
rezultat un element tot din M, notat, de exemplu, cu x * y.
Un model pentru actiunea unei
operagii_ este cutia neagra (black 5 l S
box) cu doud intrari si o singura y ’
iesire. La cele doua intrari pot fi
introduse, intr-o ordine precizati, doud elemente arbitrare x, y € M
si, de fiecare data, la iesire se obtine un element x * y € M, unic
determinat de cuplul (x, y). Se realizeaza astfel o corespondentd
functionald ¢ : M X M — M, prin care la orice pereche ordonatd

(x, y) € M x M se asociaza un element unic determinat
o(x, ¥) € M, notat eventual x * y .

Definitie. Fie M o multime nevida. O aplicatie
Q:MX M- M (x,y) — 0, V),
se numeste lege de compozitie (internd) sau operatie algebricd
binard pe multimea M. Elementul o(x, y) € M se numeste
compusul lui x cu y prin @ (in aceasta ordine!).
M se numeste multimea suport a operatiel Q.

Multimea M inzestratd cu operatia ¢ se noteaza (M, @).

in locul notatiei functionale incomode @(x, »), de obicei se fo-
loseste fie notatia aditiva x + y, fie notatia multiplicativa x -y sau xy.

In notatia aditivd, elementul x + y se numeste suma lui x cu
y, iar legea de compozitie se numeste adunare. Elementele x, y
se numesc termenii sumei x + ). :

5

1) Pentru a, b € N, notaim cu a v b
c.m.m.d.c. al lui @ si b. Pe N definim
operatia (a, b) = a v b.

a) Calculati 18 v 12, (18 v 12) v 15 si
18 v (12 v 13).
b) Aratati ca 1 va=lsiava=a,va€ N

2) Fie M = N*. Dacd a, b € M, notam
cua A bemmm.c. al lui a sib. Pe Mse
obtine legea de compozitie (internd)
MXM-— M, (a, b) > anb.

a) Calculati 18 A 12, (18 A 12) A 15,
18 A (12 A 15).
b) Aratati ci l Aa=asiarna=a,Va€ M.

i ¢) Verificati ca

18 v 12)-(18 A 12) = 18-12.

1) Pentru @, b € Z definim
a+b—.a—b’

> 4 a0b:——2;.

a) Calculati 405; 504; 3%4; 4%3.

b) Aritati ca a*xb=max{a, b} si

aob=min{a, b}.

a+b+la—b]
axb=—-—-—"——




In notagia mulfiplicativa, elementul xy se numeste produsul
X cwr piar legéa de compozitic ¢ se numeste inmultire.
Elementele x, y se numesc factorii produsului xy.

Uneori, obligati de traditie sau din necesitatea de a folosi
simultan mai multe legi de compozitie, utilizam notatii ca:
XY, X*y, XAy, xvy,x Ly, xTy, x@ yetc.

Expresia x * y se citeste ,.x compus cu y* (sau ,,x stea y*) si
reprezintd rezultatul actiunii operatiei ,, ** asupra cuplului (x, y).

Adunarea si inmultirea numerelor naturale
asociaza fiecarei perechi ordonate de numere naturale
(x. ¥) suma lor x + y, respectiv produsul lor xy.
Adunarea si inmultirea matricelor pdtratice de ordin n
asociaza fiecarei perechi ordonate (4, B) de matrice din Al (R)
suma A + B € .4 (R), respectiv produsul 4B € A (R).
Compunerea functiilor
Fie 4 0 multime nevida si #(4) = D Eted- = a4, J functie}.

Daca f, g € 7 (A), functia foegiAd—A, g f
e s AL s4-J 54

definitd prin (f o g)(x) = f(g(x)), se numeste \j

compusa lui f cu g (in aceastd ordine). fog

Fiesl S5 a, Fall 0% aj o multime finitd cu » elemente.
Actiunea unei legi de compozitie ¢ pe M poate fi descrisd prin
tabla Cayley a operatiei ¢. Cand n este suficient de mic, tabla
operatiei constituie un instrument eficace de studiu.

labla operatiei ¢ (tabla lui Cayley) pe multimea M este un
tabel cu linii si coloane corespunzitoare elementelor multimii M.
La intersectia liniei a, cu coloana a, din tabla lui Cayley se afla
compusul lui @, cu a, prin operatia .

¢la a ..a ..a, In notatie multiplicativi avem:
a, ; L e - el

a, | : a4 aq - aa, - aa,

- | b .

a" [ EEe e (p(af 2 a-’} a! a.l'al = ata_.n" = ae'un

a, a| aa a,a aa

" nl ey n-n

) FiEA =31 2,13, 4, 5}. Notdm cu M
multimea tuturor submultimilor lui 4
(inclusiv cea vidd) M= {X } Xc 4}

a) Cate elemente are multimea M?

b) Considerand pe M legile de compozitie
MxM—>MXY)—>XUY si
MxXM->MWXY)>XNY,
calculati XU Y, XN ¥, X N (YU 2Z)si
XNYUWXNZ) daca X= {1, 2},
Y=1{2,3,4} si Z= {5, 3}.

¢) Ardtati cA P UX=X, AN X=X, V.XE M

5) Fie ./ = {X | X 4} multimea
submultimilor lui 4 = 11,2,3,4,5}. Daca
X, Y e M, fie XAY =(X\Y)U@T \ X)
(diferenta simetricd a lui X si Y).
Considerdm pe M legea de compozitie
MXM->MXY)>XAY
a) Calculati X A Y 'si X A X, daca
X= X152, 3.5Y si Y ="12, 3,4,

b) Pentru multimile X si ¥ definite la
punctul a) calculati (XUY)\(XNY).

¢) Demonstrati ci

VXeM GAX=XsiXAX=0.

d) Aratati caVX Ye M.
(X\Y)U(Y\X)z(XUY)\(XﬂY).

0) Construiti tabla legii de compozitie
®:MXM-— M, unde M = {q, b, c},
¢((a, @) = a; 9((a, b)) = b, ¢((a, ¢)) = ¢;
¢(b, @) = b; @((b, b)) = c; 9((b, ©)) = a;
¢((c. @) = c; ¢((c, b)) = a; ¢((c, ¢)) = b.

7} Construiti tabla legii de compozitie
MMM, ox, y):\x—yl, unde
M=40,152, 3

8) Fie M = {0, X, Z, 1} multimea

partilor lui 4 = {1, 2}, unde X = {1},

Y={2},7={1,2}.

Completati tablele legilor de
compozitie ,,U*, ,N“ si ,,A“ (reuniunea,
intersectia si diferenta simetrici).




s Talae ™

i g ,} fi desCrisa in—acest caz ptintr=un tabel cu doud linii:
L/ f _( 1 2ot el n ]
Sy G G

Fien € N#ssi 4 = {1,2,..,n}. O functie f: 4 — 4 poate

Evident, f este functie bijectiva daca si numai dacd in a doua
linie apare o singurd data fiecare dintre numerele 1, 2, ..., 7.
Pentru 4 = {1, 2}, multimea #(4) ={ 0| ¢: 4 >4}

este formata din elementele:

A 2 18R )
B ko i\l 1)

Tabla operatiei de compunere a func-
tiilor din  (4) este prezentata alaturat.

De exemplu, fech=g, pentru ca
(fomD=1=g() si (fM2)=1=2(2).
in tabla, la intersectia liniei lui f cu
coloana Iui A apare functia g.

{3

ole f g h
efe fieah
fiel e h g

£ g2 ¢
hilh h h h

Parte stabili. Lege de compozitie indusa.

| Definifie. Fie M o multime si ,, ™ o lege de compozitie pe M.
| .
|

O submultime nevida H a lui M se numeste parte stabild in |

raport cu legea de compozitie ,* dacd:

Vx,ye H= xxy€ H.

Dacd H este o parte stabild a lui M in raport cu legea de
compozitie ,,*“, atunci restrictia lui ,,*“ la H X H ia valori in
H. Putem defini pe H o lege de compozitie pe care 0 vom nota
tot cu ,,**, desi este numai restrictia operatiei LEile pe i
Este de dorit si nu facem confuzia intre operatia ,,** de pe G si
cea de pe H, desi folosim aceeasi notatie.

EREMPLE

S
ﬂr‘ | adunare a numerelor intregi.

H

OZIflE

Aratati cd H este o parte stabild a lui
A(R) in raport cu operatia de inmultire
a matricelor.

10) Fie multimile 4 = {1, 2, 3},
HA) = { ffunctie | f14—>A4}si
H={fe F4)|f(3)=3}.

Aratati ¢d H este o parte stabila a ui
Z(A) in raport cu operatia de compunere
a functiilor. Céte elemente are H 7

i1) Aratati cd intervalul [ = [0, 1] este
o parte stabild a lui R in raport cu
operatia de inmultire a numerelor reale.

12) Determinati submultimile finite
ale lui R stabile in raport cu inmultirea
numerelor reale.

'3) Ardtati ca H= {1, i, -1, —i} este o
parte stabild a lui € in raport cu operatia
de inmultire a numerelor complexe.

i} Multimea 2Z = {2q f g € Z} a numerelor intregi pare este stabild in raport cu operatia de

2) Fied = {1:2, Ly n}sid, = {(flf:4 >4} FieH={f€ F(4) | £(n) = n}. Altfel spus, H este

multimea functiilor f: 4 — A4 care fixeaza pe n. Atunci H este o parte stabild a lui #(4) in raport cu operatia

de compunere a functiilor.

Tntr-adevar, dacd f, g € H, atunci f (n) = n si g(n) = n. Rezultd ¢ (fog)(n) = f(g(n))=n, deci fegeH.

: b
*; Multimea /1 = {g j la,b,ce IR} este parte stabild a lui . #,(R) fatd de adunarea si inmultirea matricelor.
¢

; b
totr-adevar, fie 4, 4 € H , A:[a j,A

0 c

0 ¢

c+c

G = bl _ . (a+d b+l  (ad ab+bc"
= ; atunci A+4 = 5 eH, A4 = L ]eH.

éc. )

4 Intervalele reale (0, ) si [0, ) sunt parti stabile ale lui R inzestrate cu operatiile de adunare si

X A i / i . :
inmultire. Intervalul [5, ooj oste stabil la adunare dar nu este stabil la inmultire pentru ca

7

i
L

)
m}
i |1

o | —
o —
22| =



RIS @ Tabe multimea M= 10,1, 2,3, 4} se

= S defineste legea-de compozitie

e @ Mx M- M, (p(x,_y)zlx—y].
Alcatuiti tabla operatiei .

def
@ - Fie pe R operatia ,,**, xxy ;x+y+xy.
Aratati cd intervalul H = [-1, «) este o parte
stabila a lui R in raport cu legea de compozitie ,,* .

& Pe N se definesc legile ,,v* si ,,A% prin
avb=cmmd.c.{a, b}sianb=cmmm.c. {a. b},
YV a be N.

Ardtati ¢ H= {d € N | d divide 12} este o parte
stabila a lui N in raport cu legile ,v* si,,A“ si alcatuiti
tablele operatiilor induse pe H.

@ 4 Ardtafi cd multimea 2Z + 1 = 2g + 1 | g€ 2)

a numerelor impare este stabild in raport cu operatia
de inmultire a numerelor intregi.

@ SFe mpm=ife. b
st S ey

Aratati ca . #(32) este o parte stabili a lui ML)
in raport cu adunarea si inmultirea matricelor.

a, b, c,deZ}.

@ 6. Pe R se defineste legea de compozitie ,, %«
prinx * y=xy—2x—2y+ A, Vx, y€ R, unde A este
un parametru real.

Determinati A astfel incat intervalul 4 = (2, ) sa
fie parte stabila a lui R in raport cu ,,**.

B F=trl frasa

. 5 5 2
WS fy € F A 169 = %, fi=70,

f=22Y3 vieRr

1+ x+/3
Aratati cd H= {f,, f,, /;} este parte stabild in raport
cu operatia de compunere a functiilor. Alcatuiti tabla
operatiei induse pe H.

o Fie A=R\{£

b ;
] Ariétati ca H={(;; J[a,beQaz—ﬂf:l}
a

este o parte stabild a lui .#,(Q) in raport cu operatia
de Inmultire a matricelor.

L

T

L ST

R

N

i ST S

RN e S e B R e 4

@ . Fie H o multime cu trei numere complexe
distincte si nenule.

Determinati elementele lui H stiind ci aceasta este
0 parte stabild a lui C in raport cu inmultirea
numerelor complexe. Generalizare.

@ 'V FieH= {x€ N|existia, be Nai x=a+5).
Este H o parte stabili a lui N in raport cu inmultirea?

cosa  —sinqg
® 1L Fie G:{( J]aeR}.
cos O

sina,
Aratati cd (G este parte stabili a lui J{Z(R) in raport
cu operatia de inmultire a matricelor,

@ 1. Fie multimea cu trei elemente M = {a, b, c}.
a) Cite legi de compozitie se pot defini pe M ?

b) Cite dintre acestea admit ca parte stabild pe

H = {a, b}? Generalizare.

@ 3. Fie 4 o multime §i ()= { f|f: 4 > A}.
Aratati cd urmétoarele submultimi ale ui # (4) sunt
stabile in raport cu operatia de compunere a functiilor.
a) H, = { f€e #(4) | finjectiva} ;
b)H, = {fe F(4) ’fsurjectivé} 2
©)H,={f€ F(A)|f bijectiva).
Cand 4 = {1, 2, 3}, enumerati elementele luj H,
$i alcatuiti tabla operatiei induse.

@ Y TFieH={4€ MR)| A" = 41},
Aratati cd H este o parte stabili in raport cu

inmultirea matricelor.

W S FieH={4€ M(R)|detd = 1).
Ardétati ca H este o parte stabilid a lui A(R) in

raport cu operatia de inmultire a matricelor.

@ 5. Fie H={zeCHzl=1}.

a) Ardtati ci H este o parte stabild a lui C in raport
cu operatia de Inmultire a numerelor complexe.

b) Reprezentati intr-un plan 2 raportat la un reper
cartezian xOy numerele din H.

@ . Fie multimea M = (0, +oo)\{1} si legea de
compozitie definitd astfel x * y = gl

Aratati ca M este o parte stabili a Iui R in raport
cu legea ,,*”,



Notiunea de lege de compozitie, asa cum a fost introdusi in paragraful precedent, prezinti un mare grad
de generalitate. In definitia unei legi de compozitie se ignord atat natura elementelor multimii suport, cat si
modul efectiv in care actioneazi operatia. Singura restrictie care s-a pus a fost ca la orice pereche ordonata
(x, y) de elemente si se asocieze un element si numai unul. Din acest motiv, pe o multime suport se pot
defini foarte multe legi de compozitie, in majoritatea lor neinteresante. Astfel, daca multimea suport are doar
3 elemente, atunci se pot defini 3° = 19 683 legi de compozitie, Din aceasti cauza, studiul legilor de compozitie
bazat doar pe definitia lor este foarte sirac in rezultate. S-a dovedit utili ideea de a studia legi de compozitie
cu anumite proprietati care, in multe cazuri concrete (operatii cu numere, operatii cu matrice etc.), s-au
folosit in efectuarea calculului algebric si in stabilirea unor rezultate remarcabile, importante din punct de

vedere teoretic si practic.

% Asociativitate.

Fie M o multime nevida inzestratd cu o lege de compozitie ,,*”.
Pentru a compune trei elemente x, y si z, in aceasta ordine, trebuie
sa mai precizdm (prin paranteze) ordinea in care se efectueazi
compunerea: (x*y)*z sau x*(y*z).

Prezenta parantezelor in expresia (x*y)*z indici
urmatoarea succesiune de calcule: se afli mai intai compusul
lui x cu y si apoi acesta se compune (la dreapta!) cu z.

X —
y=—>
z

X *y

——>(x * y) * z

G

Prezenta parantezelor in expresia x*(y*z) impune sa aflim

mai intdi y*ze M si si-1 compunem apoi (la stinga!) cu x.
X

y—> y*z =g * . x 2)

Z ——3

Vom studia in continuare doar legi de compozitie cu
proprietatea cd (x* y)*z=x*(y*z),Vx,y,zeM.
In acest sens, introducem urmétoarea notiune:

Delinitie. O lege de compozitie ,, *“ se numeste asociativd daca:
(x*y)*z=x*(y*z),Vx,y,ze M.

SrEAPLS |) Adunarea si inmultirea numerelor reale sunt legi

(1 @ de compozitie asociative, pentru cAV x, y, z € R :
? () +z=x+(+2)si )z = x0z2).

- Adunarea si inmultirea matricelor pitratice cu elemente
reale sunt asociative, pentru ciV 4, B, C € ,/lln (R):
A+B)+C=4+ B+ C), (4B)C= A(BC).

- Compunerea pe multimea % (4) a functiilor f: 4 — A4 este
asociativd, pentru cd Vf, g, he F(A4), (fog)oh=fo(goh).

%) Operatia de scadere pe multimea Z nu este asociativa.
Exemplu, 3-7)-1#3-(7-1).

¢/ Pe R se defineste legea de comporzitie

HEOPIinX * y=xy-x-v+2, ¥x v

Calculati (x * y) * zsi v = {¥ * z) si
deduceti ci legea de compozitie ..« ¢ste
asociativa.

%, Pe C se defineste legea de compozitie
HXEprinu * v=uv + iu+v)—1 - i,
Yuve C.

Calculati (w*v)*w si ux(v¥w). Aratati
cd legea de compozitie ,,** este asociativa.

3) Pe intervalul A/ = (0, «) definim
legea de compozitie ,,** prin
X *y=¢ée"" V¥ x y€ M unde e este
baza logaritmilor naturali. Aritati ca
legea de compozitie ,,** este asociativi.

4! Fie legile de compozitie asociative
51 81 ,:L“ definite pe multimile A.
respectiv N. Pe M x N definim leg

rea de

compozitie ,,*“ prin
def g,
G, y)* (', y)=(Tx', y L v"). Ardtati ci

{ legea de comporzitie ,,** este asociativa.

2} Pe Z x R definim operatia ,,x*,
() (', YN S+, ).

Aratati cd % este asociativa,

i Pe .4/ (R) definim operatia ,,** prin
A*BZ AB—BA, VA, Be M R)-
a) Aratati ca ,,**“ nu este ascciativa.
b) Arétati cd 4 *x A= 0, si
(A*B)*C+ (Bx(C)*xA + (CxA)*«B = 0.,
V 4, B, Ce U(R).




